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The Electron-Density Quotient of Diatomic Molecules
I. General Theory and Its Application to the 6-Function Model

The electron-density quotient (DQ = quotient of the electronic densities at the nuclei) of a diatomic
molecule is discussed as a function of internuclear distance.

In part I of this paper a method for the calculation of the DQ using united-atom perturbation
theory is given. For that purpose the A-theory and the u-theory developed by Byers-Brown is used.

In a model calculation the DQ is then calculated in two ways: firstly with the d-function-model
in its rigorous version, secondly by a perturbational approach to it. The R-expansions of the different
calculations are compared with each other.

Es wird der Dichtequotient (DQ = Verhiltnis der Elektronendichten an den Orten der Atomkerne)
eines zweiatomigen Molekiils in Abhéngigkeit vom Abstand R der Atomkerne untersucht.

Im Teil I dieser Arbeit wird gezeigt, wie man den DQ stérungstheoretisch — ausgehend vom ver-
einigten Atom — ermitteln kann. Dazu wird die A-Theorie und die Byers-Brownsche u-Theorie ver-
wendet.

Der DQ wird dann in einer Modellrechnung an Hand des 6-Modells exakt und stérungstheoretisch
berechnet. Die R-Entwicklungen der verschiedenen Rechnungen werden miteinander verglichen.

1. Einleitung und Problemstellung

Die meisten Autoren, die sich mit quantenchemischen Rechnungen an zwei-
atomigen Molekiilen befassen, haben es sich zur Aufgabe gemacht, die Energie-
potentialkurven eines Molekiils fiir verschiedene Zustinde zu berechnen. Auch
fiir die Bestimmung anderer Molekiileigenschaften, wie Dipol- und Ubergangs-
momente, sind Rechenmethoden angegeben worden [1]. Dagegen befalit sich
unseres Wissens keine der bisher publizierten Arbeiten mit dem Verhalten der
Elektronendichte an den Kernorten eines zweiatomigen Molekiils.

Ist ¥(ry, ..., ry) die elektronische Wellenfunktion eines zweiatomigen Molekiils
AB mit N Elektronen, so ist die Gesamtelektronendichte am Ort r,

o(r)=N[|¥(ry,...,ry)*ds,dr, ... d1y. (1)

Dabei erstreckt sich die Integration in (1) iiber die Ortskoordinaten des 2-ten
bis N-ten Elektrons und iiber alle Spinkoordinaten. Sie entfdllt fiir Molekiile mit
nur einem Elektron. Bezeichnen nun r, und r; die Orte der Atomkerne A und B
des betrachteten Molekiils, so erhalten wir fiir die Elektronendichten an den
Kernorten g, und g5 nach (1)

oai=0(ri=ry); og:=0(r,=rg). )]

Wir wollen uns in dieser Arbeit nun nicht mit den Dichten ¢, und gy direkt
sondern mit ihrem Verhiltnis, dem Dichtequotienten ggz/0, (DQ) befassen, nach
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(1) und (2) also mit dem Ausdruck
es _ ([P0, ....my)Pds dr, . dig},, -,

_— = . 3
en = UTIF (oo ryPds,de, . dn} -, ©

Ist R der Abstand der Kerne A und B, d.h. R= |r, — ry|, so gilt
Lim (ep/ea)=1, )

denn in der Grenze R =0 befinden sich beide Kerne am gleichen Ort (r, = ryp),
so daB3 (4) aus (3) folgt.

Ferner erscheint es physikalisch einleuchtend, daB die Elektronendichte am
Kern mit der gréBeren Kernladung den gréBeren Wert besitzt. Sind also Z, und
Z, die Ladungen der beiden Atomkerne A und B und ist (was stets vorausgesetzt
werden soll) Z, > Zj, so sollte g, > gy gelten, fiir den DQ also

op/0a<1l (R#0,Z,>Zyp). )]

Bewiesen worden ist dies jedoch unseres Wissens bisher nicht. Es ist klar, daB im
homonuklearen Fall (Z, =Zp) die Elektronendichten an den beiden Kernen
gleich sind (¢, = gg), so daB fiir den DQ

op/0a=1 (firalle R und Z, = Zy) (6)

folgt. Daher brauchen wir den homonuklearen Fall in unserer Diskussion des
DQ nicht weiter betrachten.

Der DQ hat weiterhin die Eigenschaft, dal er bei Vertauschung der Kern-
ladungen Z, und Zj in seinen Kehrwert iibergeht. Denn bei dieser Vertauschung
geht offenbar g, in gy liber und umgekehrt.

Um die genaue Abhingigkeit des DQ vom Kernabstand R und den Kern-
ladungen Z,,Z; herauszufinden, ist es nun unerldBlich, die Wellenfunktion ¥
des Molekiils exakt oder gendhert zu bestimmen. Dann erst kann man den DQ
nach (3) berechnen.

Im allgemeinen kann die Wellenfunktion nur gendhert bestimmt werden.
Welches Ndherungsverfahren dabei geeignet ist, hingt vom Bereich des Kern-
abstandes ab, der untersucht werden soll. Fiir R = oo etwa beschreiben wir das
Molekiil durch die Wellenfunktionen der getrennten Atome und erhalten so in
einfacher Weise ¢, und gy als die Dichten der getrennten Atome an ihrem Kern.
Um nun auch den Bereich groBer bis mittlerer Kernabstinde (R < <o) zu erfassen,
kann man eine Storungsrechnung durchfiihren, die in nullter Ndherung gerade
die getrennten Atome (R = o) beschreibt.

Fiir den Fall kleiner bis mittlerer Kernabstinde dagegen empfichlt sich die
Verwendung einer Storungsrechnung, die vom anderen Extrem, dem ,ver-
einigten Atom™ (UA = United Atom), ausgeht. Dabei denkt man sich ein zwei-
atomiges Molekiil aus einem einzigen Atom, dem UA, mit der Kernladung

Z=ZA+ZB (7)

durch ,,Aufspalten” des Kerns entstanden. Man darf annehmen, daBl solch eine
Storungsrechnung fiir hinreichend kleine R zu brauchbaren Resultaten fithrt.
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Elektron i

Fig. 1. Koordinatensystem fiir das zweiatomige Molekiil AB

In dieser Arbeit (Teil I und II) soll vor allem der Fall kleiner Kernabstinde
behandelt werden. Wir gehen deshalb zunédchst genauer darauf ein, wie die an-
gedeutete UA-Storungstheorie sinnvoll durchzufithren ist. Dabei sollen zwei
Methoden besprochen werden: die ,,A-Theorie” und die von Byers-Brown [2]
neu eingefiihrte ,,u-Theorie™.

2. Hamiltonoperator und Q-Symmetrie

Es sei AB ein zweiatomiges Molekiil mit den Kernladungen Z,,Z; und N
Elektronen; der Kern A befinde sich am Ort r, =0, der Kern B am Ort rg=R;
r;=r, und r,; seien die Ortsvektoren (r,r,; deren Betrdge) des i-ten Elektrons
vom Kern A bzw. B aus (vgl. Fig. 1) und r;; der Abstand zwischen dem i-ten und
j-ten Elektron.

Dann ist der nichtrelativistische elektronische Hamiltonoperator dieses
Molekiils in atomaren Einheiten:

N
H= .;1 (“ %Ai _ZA/ri_ZB/rbi) + ; l/rij ®

und der zu diesem Operator gehorige Energiecigenwert E und die Wellenfunk-
tion ¥ sind Losung der Schrodingergleichung

HY=EV. )

Wir fiihren nun den Operator P ein, der in der noch zu besprechenden Byers-
Brownschen u-Theorie eine wesentliche Rolle spielt. Dieser Operator invertiert
alle Elektronenkoordinaten am Molekiilmittelpunkt M (vgl. Fig. 1), es gilt also
fiir eine beliebige Funktion f (r, ..., ry)

Pf(ry,...ry)=f(R—rq,...,R—1y). (10)
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Elektron i

Elektron i

a) H b) QHQ!

Fig. 2.a Zweiatomiges Molekiil (Z, > Zg) zum Hamiltonoperator H nach GI. (8). b Zweiatomiges
Molekiil (Z, > Zp) zum Hamiltonoperator QHQ ™ *

P ist ein hermitescher, unitdrer Operator, und es gilt P2 =1, was mit (10) leicht ’
einzusehen ist. Ferner sei I ein Operator, der die Kernladungen vertauscht, d.h.
es ist

1Z,=ZgIZy=2, . (11)

Auch fiir den Operator I gilt die Beziechung I? = 1, denn zweimaliges Vertauschen
der Kernladungen fithrt zum Ausgangsmolekiil zuriick.

Der Hamiltonoperator H ist fiir Z, & Z, weder gegen Inversion der Elek-
tronenkoordinaten am Molekiilmittelpunkt noch gegen Vertauschung der Kern-
ladungen invariant, wohl aber gegen beide Operationen gleichzeitig, d.h. gegen
den Operator?!

Q=PI=1IP. (12)

Es unterscheiden sich nimlich die Molekiile, die durch die Operatoren H (Fig. 2a)
und durch QHQ ™' (Fig. 2b) beschrieben werden, lediglich durch ihre riumliche
Orientierung, so dafl zu beiden derselbe elektronische Hamiltonoperator

H=QHQ™* (13)

gehort. Wegen der Vertauschbarkeit der Operatoren H und Q [s. Gl. (13)] ist ¥
nun nicht nur Eigenfunktion von H [vgl. (9)], sondern auch von Q zum Eigen-
wert g :

Q¥ =qV¥. (14)

Wegen Q2 =1 (was aus P? =1 und I* = 1 folgt) hat g die Werte
g==*1. (15)

Fiir das UA wird offenbar Q = P, so daB g die elektronische Paritét des betrachte-
ten UA-Zustandes bedeutet.

Die ,,0-Symmetrie” der Wellenfunktion ¥, charakterisiert durch Gl. (14), ist
offenbar eine besondere Eigenschaft aller zweiatomigen Molekiile. Berechnet
man ¥ storungstheoretisch, so ist es wiinschenwert, daB die Q-Symmetrie in jeder

! Der Operator Q wird erstmalig von Wigner u. Witmer [3] verwendet im Zusammenhang mit
Wellenfunktionen, die die Rotations-, Schwingungs- und elektronischen Zustinde eines Molekiils
beschreiben.
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Ordnung der Storungstheorie erfiillt ist. Diese Bedingung wird von der Byers-
Brownschen u-Theorie erfiillt (s. S. 47). Wir erwarten deshalb, dafl sich diese
Theorie auch zur Berechnung des DQ besonders eignet.

3. A- und p-Theorie

Zur Durchfithrung einer UA-Storungstheorie ist zunichst der Hamilton-
operator H in einen ungestdorten Operator Hy, der das UA beschreibt, und in
einen Storoperator AV(A4:Storungsparameter) aufzuteilen. Dabei soll sich das
UA am Ort des Kernes mit der groBeren Ladung, also am Ort des Kernes A,
befinden. Mit dieser Festlegung folgen wir der Konvention von Byers-Brown [2].

Offenbar ist nun

N

1

HO L= -Zl (— —2~Ai-—Z/ri> + g 1/rl-j (16)
i= i<j

der Hamiltonoperator eines Atoms mit der Kernladung Z=2,+Z; und N

Elektronen am Ort des Kernes A und damit der Hamiltonoperator des UA.

Fiihren wir als Storungsoperator ¥ und Parameter A

V=2 % (L/r;— 1/ry;) (17
i=1

A=Zg/Z (18)
ein, so 146t sich der Hamiltonoperator (8) in der Form

H=H,+V 19)
schreiben.

Die physikalische Bedeutung der Zerlegung (19) kann man sich mit Hilfe
von Fig. 3 klarmachen, wenn man sich den Stérungsparameter A von A =0 iiber
A=Zg/Z bis nach =1 variiert denkt: Fiir 1=0 ist dic gesamte Kernladung Z
des Molekiils bei A (s. Fig. 3 oben). Im Falle 4 =1 wird durch (19) das andere
Extrem beschrieben, daB sich ndmlich das UA und damit auch die gesamte Kern-
ladung Z am Ort des Kernes B befindet (s. Fig. 3 unten). Zwischen diesen beiden
Extremfillen liegt gerade das Molekiil AB, das mit A= Z;/Z durch die Zerlegung

z
A=0
z
A 28X p=74/7
z
A=l
A B

Fig. 3. Zeichnung zum Verstdndnis der Zerlegung des Hamiltonoperators nach Gl. (19)
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(19) beschrieben wird. In diesem Fall hat der Kern A die Ladung Z, und der
Kern B die Ladung Z; (s. Fig. 3 Mitte).

Zur Durchfiihrung einer UA-Stdrungsrechnung ist der Energiceigenwert E
und die Wellenfunktion ¥ nach dem Stérungsparameter A zu entwickeln:

E=EP+ JEP + 2EP +0(3), (20a)
=W+ AP, + 2P, +0(A%). (20b)
Dabei berechnen sich die Stérungsenergien und -funktionen E§”, E?, ..., ¥,, ¥, ...

nach den bekannten Gleichungen der Rayleigh-Schrodingerschen Storungs-
theorie (s. zB. [4]). ES” und ¥, sind gerade die Energie und die Wellenfunktion
des UA.

Dig hier beschriebene ,,A-Theorie“ — eine Bezeichnung, die auf Byers-Brown [2]
zuriickgeht — hat jedoch vor allem zwei Mingel:

1) Die i-Entwicklung der Energie (20a) ist nicht symmetrisch in den Kern-
ladungen, was auf den in Z, und Zy unsymmetrischen Stérungsparameter A
zuriickzufiihren ist [s. Gl. (18)].

2) Die A-Entwicklung der Wellenfunktion besitzt keine Q-Symmetrie, wenn
man sie bei einer beliebigen Ordnung abbricht. Die Q-Symmetrie ist nicht einmal
fir das erste Glied der Entwicklung, ndmlich die UA-Funktion ¥, erfiillt. Denn
wendet man den Operator Q = PI auf die am Kern A zentrierte Funktion ¥, an,
so erhiilt man wegen des Operators P eine am Kern B zentrierte Funktion, so da}
¥, nicht Eigenfunktion von Q sein kann.

Diese Mingel vermeidet man mit der u-Theorie, die nun besprochen werden
soll. Byers-Brown [2] fiihrte eine neue Wellenfunktion y ein, aus der die exakte
Wellenfunktion ¥ mit dem Transformationsoperator

A=1—-A+AqP=Z"YZ, + ZzqP) (21)
durch die Gleichung
¥=Ay (22)

gewonnen werden kann. Fiir die neue Wellenfunktion vy 14Bt sich eine trans-
formierte Schrodingergleichung angeben. Sie hat die Form (vgl. [2])

) Hyp=Eyp (23)
wobei
g H =Hy+uV(Q1—qP) (24)
un
u=Al—-N=2Z,Zy/Z* ist. (25)

Obgleich 4 kein hermitescher Operator ist, sind seine Eigenwerte reell, denn
H# hat dieselben Eigenwerte wie der hermitesche Operator H.

Betrachten wir nun V(1 — g P) als neuen Stérungsoperator und u als Storungs-
parameter, so erhalten wir als y-Entwicklung von Energie und Wellenfunktion

E=E +uEP + 1> B+ 0(?), (26a)
Y=o+ uy; + p2y, + 0. (26b)

Fiir die Storungsenergien und -Funktionen gelten auch hier die Gleichungen der
Rayleigh-Schrédingerschen Storungstheorie.
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E¥) und vy, sind als Eigenwert und -funktion von H, identisch mit den ent-
sprechenden GroBen der A-Theorie, d.h. es ist E§’=E$ und y,=¥,. Man
kann ferner zeigen, daB auch E{’ = E{" ist. Wir brauchen deshalb bei diesen
GrdBen zwischen A- und u-Theorie nicht zu unterscheiden und schreiben ¢, statt
Yo =¥o,E, statt E® = E§” und E, statt E{* = E{V.

Besonders wichtig ist nun die Tatsache, daB die fiir die A-Theoric angefiihrten
Mingel fiir die p-Theorie nicht bestehen:

1) Die p-Entwicklung der Energie (26a) ist wegen des in Z, und Zg sym-
metrischen Storungsparameters p [s. Gl (25)] in den Kernladungen symmetrisch.

2) Ferner besitzt die storungstheoretisch berechnete Wellenfunktion
¥ = A(p, + pw, + ---) die Q-Symmetrie, gleichgiiltig, nach welcher Ordnung die
Storungsreihe (26b) abgebrochen wird (zum Beweis s. Byers-Brown [2]).

Wie zu erwarten, erweist sich die u-Entwicklung (26a) der A-Entwicklung (20a)
bei numerischen Rechnungen als erheblich iiberlegen, wenn man die Stérungs-
entwicklungen jeweils nach der ersten Ordnung abbricht (s. [2]). Wir werden
sehen, daB diese Uberlegenheit der u-Theorie nicht nur bei der Berechnung der
Energie sondern auch bei der Berechnung des DQ besteht.

4. Die Berechnung des D Q in A- und p-Theorie

Setzen wir die A-Entwicklung von ¥ (20b) in die Gl. (3) fiir den DQ ein, so
erhalten wir mit #, =0 und r; = R (vgl. Fig. 1)

Op {[1¥o+ AP, + 0P dsydr, ... dTy}y, -g

=B . 27
0a {[1Po+ AP, +0AD> ds,dr, ... dTy},, —g @7

Ebenso erhalten wir in der y-Theorie mit (3), (22) und (26b)
98 _ {j Ao + ppy +0W?)? ds, d, ... dty}e -g (28)

Ca B { j Ao + ppy + 0(H) ds, dr, ... dty}—0

Brechen wir die A- bzw. y-Entwicklung in (27) bzw. (28) nach der nullten Niherung
ab, verwenden wir also zur Berechnung des DQ nur die UA-Funktion
¢o(= ¥y =1,), so nennen wir das Ergebnis den ,,DQ in nullter Niherung” und
schreiben dafiir (0g/0,),- Brechen wir die jeweilige Entwicklung erst nach der
ersten Ndherung ab, wird also auch die Stérungsfunktion erster Ordnung (¥,
bzw. y,) bei der Berechnung des DQ beriicksichtigt, so nennen wir das Ergebnis
den ,,DQ in erster Niherung“ und schreiben (0g/0,);.

Die Storungsfunktionen nullter und erster Ordnung bestimmen sich, wie
schon bemerkt wurde, aus den Rayleigh-Schrodingerschen Stérungsgleichungen.
Diese lassen sich fiir 4- und u-Theorie mit Hilfe des Parameters p so zusammen-
fassen:

(Ho — E)po =0, (29a)
E;=<{¢o| Voo, (29D)
(Ho—Eg)¢y =[E, = V(1 —pP)] ¢y, (29¢)

Ey =<0V —=pP)d1>—Ei{¢ol¢:> (29d)
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wobei
Go=Vo=yo, Eo=EP) =E¥,E, =E»=EP.
L. =Y
Fiir p =0(A-Theorie) ist {g:= EY ;)- (30a)
Fiir p=q(u-Theoric) ist {21 V4 (30b)
iir p=gq(u-Theorie) is E,—E®.

Wir sind nunmehr in der Lage, den DQ stérungstheoretisch zu berechnen,
indem wir zundchst die Gl. (29a-c) 16sen und dann den DQ nach (27) bzw. (28)
berechnen.

5. Das 6-Modell

Es ist jedoch schon verhéltnismiBig aufwendig, die Stdrungsgleichungen
(29a-d) selbst fiir einfache Molekiile wie etwa HeH* oder HeH zu 16sen. Exakt
durchfiihrbar ist eine solche Rechnung ohnehin nur fiir Molekiile mit nur einem
Elektron wie z.B. HeH?*. Deshalb ist es vorteilhaft, den DQ zunichst an Hand
eines Modells, des §-Modells, zu bestimmen. Das 6-Modell gestattet es ndmlich,
den DQ und seine R-Reihenentwicklung exakt anzugeben sowie auch die storungs-
theoretische Behandlung unserer Aufgabe [also die Losung von (29a—d) und die
Berechnung des DQ nach (27, (28)] exakt durchzufiihren.

Das 6-Modell, das schon von Frost [5], Hund [6] und anderen Autoren
diskutiert worden ist, wird durch den Hamiltonoperator

H?= —1d2/dx* — Z, 6(x — R/2)— ZzS(x + R/2) G2y

beschrieben. Offenbar handelt es sich um ein lineares Modellsystem, das einem
zweiatomigen Molekiil mit einem Elektron entspricht [vgl. mit dem Hamilton-
operator (8)]. Dabei sind die KernladungenZ, und Zy auf der x-Achse bei x = R/2
(Kern A) und bei x= — R/2 (Kern B) angeordnet (vgl. Fig. 4). An die Stelle der

B A
1 } - X

—R72 R/2

Fig. 4. Koordinatensystem fiir das 5-Modell

Coulomb-Potentiale sind é-Funktionen getreten. Da der Mittelpunkt M dieses
J-Modells, anders als bei den Molekiilen, im Nullpunkt des Koordinatensystems
(d.h. der x-Achse) gewdhlt worden ist, bewirkt der unter (10) eingefiihrte Operator
P eine Vorzeichenumkehr von x. Fiir eine beliebige Funktion f(x) gilt somit

Pf(x)=f(=x). (32)

Die zum §-Modell gehdrige Wellenfunktion ¥ ist Losung der Eigenwertgleichung
H?°Y¥ =EWY und 148t sich exakt bestimmen. Als Losung dieser Gleichung fiir E
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und P findet man (wobei g = + 1 der Eigenwert des Operators Q ist)
1

VN,

7 - {e—cqlx—R/Zl + qe~cq|x+R/2|} , (33)

E=—¢2)2. (34)
Der Energieparameter ¢, ist Losung der transzendenten Gleichung
exp (—2¢,R)y= (¢, — Z,) (¢, — Zp)/(Z s Zy) (35)
und es gilt fiir y, und N,

_ (cg—Zp)Zs 12
= o
N,= {1+y§+2qu(1+ch)e“‘qR} /¢q- (37

N, ist so gewihit, daB die Wellenfunktion auf 1 normiert ist, d.h. {¥|¥) = 1.

Wie man mit den GL. (33), (12), (11), (32), (36) und (37) leicht nachweist, besitzt
die Wellenfunktion ¥ fiir das §-Modell genau wie die Wellenfunktion eines
Molekiils die Q-Symmetrie (14).

Ferner besitzt die Wellenfunktion des 6-Modells (33) an den beiden Kernen
eine unstetige Ableitung, oder, wie man auch sagt, eine ,Spitze” bzw. einen
“cusp”. Fiir solch einen “cusp” kann hier wie fiir Molekiile (s. [7]) eine “cusp”-
Bedingung angegeben werden, die derjenigen fiir Molekiile formal sehr dhnlich
ist. Dies ist ein weiterer Hinweis dafiir, daB das 6-Modell fiir unsere Uberlegungen
ein geeignetes Modell ist.

Einen Uberblick iiber den fiir alle exakten Rechnungen wesentlichen Energie-
parameter ¢, kann man aufgrund von Gl (35) gewinnen. Gl. (35) kann fiir jeden
beliebigen aber festen Wert R nach ¢, aufgeldst werden. Dies soll fiir zwei repra-
sentative Kernabstdnde R, und R, mit R, <R, durch ein graphisches Verfahren
geschehen:

Man trigt die Funktionen f,(c,R)= exp(—2cR) und

fl)=(c—Z)(c—Zy)/(Z\Zyp)

mit dem Kernabstand R als Parameter in einem Diagramm iiber c auf. ¢, ergibt
sich wegen (35) dann als Schnittpunkt beider Kurven (vgl. Fig. 5). Nach Fig. 5
ergeben sich als Losung von (35) entweder ein oder zwei Werte fiir c,, je nachdem,
ob R hinreichend klein ist (wie R,) oder hinreichend grof8 (wie R,). Dabei ist der
grofere der beiden c,-Werte fiir beliebige Kernabstinde R vorhanden; dieser
Wert ist stets grofer als Z, und gehort zur Wellenfunktion ¥ mit g = + 1.

Die zweite nur bei hinreichend groBen Kernabstinden existente Losung c,
von (35) ist stets kleiner als Zy und gehdrt zur Wellenfunktion g = — 1. Es ist also

Co1<Zg<Zy<Cyy. (38)

Erst mit (38) ist die Gleichung (33) vollstidndig bestimmt.
Da nun die Wellenfunktion exakt bekannt ist, 148t sich auch der DQ exakt
nach (3) bestimmen. Den Vektoren r, und r in (3) entsprechen beim §-Modell
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10 RI < R2
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Fig. 5. Diagramm zur graphischen Bestimmung des Energieparameters c, bei zwei verschiedenen
Kernabstinden R, und R, nach Gl. (35)

die Koordinaten x=R/2 und x= — R/2, so daB fiir den DQ folgt

Y2 (x= —R/2
G 2 T (x /2 (39)
0a ¥ (x=+R/2
Setzen wir ¥ von Gl. (33) in (39) ein, so erhalten wir nach einfachen Umformungen
unter Zuhilfenahme von (35) und (36)

_QJB— — (cq - ZA)ZA
@a (cq_ZB)ZB

Damit 148t sich der DQ nun in Abhingigkeit vom Kernabstand numerisch
praktisch beliebig genau bestimmen, indem man die transzendente Gl. (35) durch
ein geeignetes Iterationsverfahren fiir ¢, auflost und das so bestimmite ¢, in (40)
einsetzt. Dies ist fiir den Fall Z, =2 und Zz;=1 als Modell fiir das Molekiil
HeH?* und fiir g= + 1 geschehen. Das Ergebnis ist in Fig. 6 aufgetragen. Wie
erwartet, ergibt sich eine Kurve, die fiir R—0 gegen 1 geht und deren Werte fiir

R >0 kleiner als 1 sind.

Fiir R — oo geht die Kurve des DQ gegen 0. Dieses Verhalten ist auf Grund der
Gl. (35) und (40) klar, denn offenbar wird (35) fiir R— o durch ¢, = Z, geldst,
so daB gg/os =0 nach Gl. (40) folgt. Die physikalische Bedeutung dieses Verhal-
tens liegt darin, daB sich das durch das §-Modell beschriebene Teilchen fiir grofie

R nur in der Nihe des Kernes A mit der groBeren Ladung aufhilt und die Ladungs-
dichte am Kern B daher gegen O geht.

v Dieses Verhalten wird sich auch fiir Molekiile mit einem Elektron ergeben.
Denn das eine Elektron kann sich fiir R— oo ebenfalls nur in der Néhe eines
Kernes aufhalten.

Es miissen nun noch einige Bemerkungen zu den beim -Modell verwendeten
Einheiten gemacht werden: Offenbar ist der Hamiltonoperator des d-Modells

(40)
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H? [GL. (31)] dimensionslos geschrieben. Man kann sich H® aus dem Operator
(H?Y = —h2/(2m) - d*/dx* — Ze*[6(x — R/2)+ 6(x + R/2)]

durch Einfithrung atomarer Einheiten entstanden denken, wie das auch fiir den
Hamiltonoperator eines Molekiils bekannt ist. Geht man nun bei Rechnungen
an Molekiilen vom dimensionslosen Hamiltonoperator aus, so erhdlt man
bekanntlich alle berechneten Grofen in atomaren Einheiten. Ebenso erhalten
wir auch beim §-Modell alle GroBen in atomaren Einheiten, da wir vom dimen-
sionalen Operator H® und nicht von (H?) ausgehen.

6. Die R-Entwicklung der Energie und des D Q beim 5-Modell

Um das Verhalten der Energie und des DQ fiir kleine R herauszufinden,
entwickeln wir beide GroBen in eine Potenzreihe nach R. Dazu brauchen wir die
R-Entwicklung von ¢, Da fiir kleine R nur die Losung fiir g= +1 existiert,
miissen wir uns auf ¢, ; beschrinken.

Wie man an Hand von Gl. (35) sofort sieht, ist ¢, (R=0)=Z, so daB ¢, ;(R)
die Entwicklung

c.{R)=Z+ ) a,R" 41)
n=1
mit noch zu bestimmenden Koeffizienten a, besitzt. Die Koeffizienten bestimmen

wir, indem wir (35) links und rechts nach c, entwickeln, die R-Entwicklung (41)

fiir ¢, , einsetzen und auf gleiche Potenzen von R abgleichen. Wir erhalten dann
i1 (R)=Z{1—2uZR+2u(ZR)y* — $u(Bu+ 1) (ZRy* + O(R*)} . 42)

Setzen wir nun (42) in (34) bzw. (40) ein und entwickeln die entstechenden Aus-
driicke wiederum nach R, so erhalten wir als exakte R-Reihenentwicklung der
Energie und des DQ

E=—(Z%/2)- {1 —4uZR+4u(u+ 1) (ZR)* — Su(6u+ 1) (ZR)* + O(R*)},  (43)
08/0a=1—2(Zy—Zp)R+2(Zy— Zp)*R?

44
- %(ZA_ZB) (Z/2\+ZAZB+Z%)R3 +0(R4) ( )

und fiir den Spezialfall Z, =2, Zy = 1 als Modell fiir HeH**
0p/0a=1—2R+2R*— 22 R® + O(R?). (45)

In der Entwicklung fiir die Energie tritt — anders als bei Molekiilen (s. [8]) — ein
in R lineares Glied auf. Man kann aber von einem so einfachen Modell auch nicht
erwarten, daB alle Eigenschaften der Molekiile richtig beschrieben werden. Die
Entwicklung (45) ist bis zum in R quadratischen Glied in Fig. 6 mit eingezeichnet.
Man erkennt, daB die R-Entwicklung nur fiir sehr kleine R (R <0.2) eine brauch-
bare Approximation des DQ liefert. Dies liegt woht an der langsamen Konvergenz
der Reihe (45); denn die Entwicklungskoeffizienten bilden dem Betrage nach
eine wachsende Folge.
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7. Storungstheoretische Bestimmung der Energie und des D Q fiir das 6-Modell

Wenn wir— was im Teil IT dieser Arbeit geschehen soll - den DQ storungs-
theoretisch mit Hilfe von A- und u-Theorie fiir Molekiile berechnen wollen,
miissen wir uns iiber die Qualitdt des angewandten Verfahrens im klaren sein. So
ist etwa die Frage von besonderem Interesse, ob man mit der Kenntnis der UA-
Funktion ¢, auskommt, wenn man den Beginn der R-Entwicklung des DQ
bestimmen mochte. Wir wollen diese Frage an Hand des 6-Modells untersuchen,
und wir hoffen, dafl sich das Ergebnis dieser Untersuchung auch auf Molekiile
ubertrigt.

Zu diesem Zweck sind zunichst die Rayleigh-Schrédingerschen Storungs-
gleichungen (29 a—d) fiir das 6-Modell zu 16sen. Dem Hamiltonoperator H, des
UA und dem Storungsoperator V entsprechen hier die Operatoren

1
H= — > d*/dx* — Z5(x—R/2), (46)

Vo = Z[6(x— R/2) —8(x+ R/2)] . 47)
Dann gilt naimlich H®=H{ + AV und fiir den Hamiltonoperator in der u-Theorie,
wie man zeigen kann, #° = HS + uV°(1 — qP). Die Storungsgleichungen fiir das
J-Modell schreiben sich daher in der Form [vgl. (29a~d)]

[— %dz/dxz —Z8(x—R/2)— Eo| =0, (48a)

Ey = ol Z[6(x— R/2)— 6(x+ R/2)]]|¢o) , (48b)

[-— —;-dz/dx2 —Z6(x—R/2)— Eo} b1

(48¢)
={E; ~Z[6(x—R/2)—6(x+R/2)] (1 —pP)} ¢,

E; ={¢olZ[6(x —R/2)—6(x + R/2)J (1 —pP)|¢1> — E;{¢olp:>.  (48d)

Wie unter (30a—b) angegeben, erhalten wir aus (48a—d) fiir p=0 die GroBen der
J- und fiir p=gq die der u-Theorie. Als Losung der Gl. (48a—d) finden wir

Eq=—2%2  ¢o=|/Ze ?"R21, (49a)
E,=Z7%(1— e 22R), (49b)
$r=ade+
(1— e 22R)e=2G=RI2(1/2 L Zx) 4+ b e  2>"RD fiir x>R/2
+]/Z{(1—e_ZZR)eZ("”R/Z)(l/Z—Zx)+b2e_Z("+R/2’ fir —R/2<x<R/2
(1— e 2ZR)ZC—RD (112 _ 7x) 4 b, G+ R2 fir —R/2>x
mit | (49¢)
bl =g~ 2ZR —ZR(1 - e—ZZR)__pe—ZR
b2=e_ZR—p
B, =Z2(1 — e 22R) {p? — (1 + e~ 27R)j2 _ 2ZRe~ 7R} . (49d)
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Die GroBe a in Gl. (49¢) ist eine noch freie, vom Kernabstand abhidngige Nor-
mierungskonstante. Wir wihlen sie so, daB {¢,|¢,;> =0 ist (.intermedidre
Normierung®).

Mit (20a), (26a) und (49a, b, d) kénnen wir die Energie in zweiter stérungstheoreti-
scher Niherung nun fiir die 2- und die p-Theorie hinschreiben:

12+ A1 — e 2Ry _ j2(1 — " 2ZR)[(1 — e~ 27R)/2 4 D Z Re™ 22R]

E=Z7> +0() (50)
T 124 p(1— e 2Ry 2 (1 — e 2RI — (1 + e 22R)2 — 2ZRe 27

+0(p’) -
Brechen wir die Entwicklung (50) nach dem in A bzw. y linearen Glied ab und
entwickeln nach R, so ergibt sich
11 —4AZR +4A(ZR)* + O(R?) (A-Theorie)

2 |

E=— —Zz— 1 —4ﬂZR3 +4u(ZR)* 4+ 0(R?) (u-Theoric) (51a)

1 —4uZR +4u(u+ 1)(ZR)*> +0(R?) (exakt).

Dabei ist die exakte R-Entwicklung von Gl. (43) iibernommen. Brechen wir die
Storungsentwicklung (50) erst nach dem in A bzw. y quadratischen Glied ab, so
erhalten wir als R-Entwicklung der Energie

1—4pZR 1+ 4UZR) +O(R?) (A-Theorie)
[ .

1—4uZR +4u(u+ 1)(ZR? —Eu(6pu+ 1)(ZR)?® +0(R*) (exakt).
(51b)

Die gestrichelte Linie (—————- ) deutet jeweils an, bis zu welcher Potenz von R
exakte und storungstheoretische Entwicklung {ibereinstimmen. Offenbar ist die
y-Theorie der A-Theorie erheblich iiberlegen, was besonders in (51b) deutlich wird.

Die storungstheoretische Berechnung des DQ erfolgt nach (27) und (28). Die
Integration in (27) und (28) entfillt hier, da es sich beim 6-Modell um ¢in Einteil-
chenmodell handelt, den Orten r; =R bzw. r; =0 entsprechen hier, wie bereits
oben erwihnt, die Koordinaten x= — R/2 und x=R/2. Setzen wir nun
¢o=",=y, von Gl. (49a) in (27) und (28) ein und vernachldssigen die Stérungs-
funktionen hoherer Ordnung, so erhalten wir nach einfacher Rechnung fiir den
DQ in nullter Ndherung

e %2R fiir die A-Theorie
@8 )
— = - (52)
2a/0 Zpye R+ Zg\? . .

—_ fir d -Th .

(ZA  Zye 7R iir die u-Theorie

4 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 28
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Fig. 6. Der DQ des 6-Modells als Funktion des Kernabstandes fiir Z, =2, Z; = 1: ,exakt“=exakte

Kurve nach (40), ,,1 — 2R + 2R*“ = R-Entwicklung nach (45), ,,A“, .u“=A4- und p-Stérungstheorie
nullter Naherung

Der DQ von GL. (52) ist in Fig. 6 fiir den Spezialfall Z, =2, Zg =1 als Modell fiir
HeH?* graphisch dargestellt (,A*- bzw. ,u“-Kurve). Fiir kleine Werte R(<0.2)
stellt der DQ nullter Ndherung in der u-Theorie schon eine recht brauchbare
Approximation des exakten DQ dar. Die A-Theorie dagegen ist offenbar wenig
geeignet, das Verhalten des DQ zu beschreiben (vgl. Fig. 6). Diese Eigenschaften
erkennen wir auch, wenn wir (52) nach R entwickeln und das Resultat mit der
exakten R-Entwicklung des DQ (44) vergleichen:

(1 —2ZR +0(R?) (A-Theorie)

(98/2A)0 =i B ittt ! (53a)
1 —2(Zy,—Zg)R+2(Z,—Z5)*R? |+ O(R®)  (u-Theorie)

(@8/@a)exare= 1 —2(Zy—Zg)R+2(Z5 — Zy)’R* +0(R?)  (exakt).

Beriicksichtigen wir auch noch die Storungsfunktion erster Ordnung bei der
Berechnung des DQ, setzen wir also (49a, c) unter Beachtung von (30a,b) in (27)
und (28) ein, so erhalten wir den DQ erster Naherung fiir die A- und p-Theorie.
Das Ergebnis dieser Rechnung ist in Fig. 7 wiederum fiir den Spezialfall Z, =2,
Zy=11im Vergleich mit dem exakten DQ und seiner R-Entwicklung (45) (bis hin
zum in R quadratischen Glied) aufgetragen. Man sieht, daB3 der stérungstheore-
tisch berechnete DQ (gg/0,), cine bessere Approximation des exakten DQ dar-
stellt als (gg/04)o (vgl. Fig. 6), und daB auch hier die u-Theorie der A-Theorie iiber-
legen ist. Dieses Verhalten ist wiederum auch aus der R-Entwicklung von (gg/g4);
abzulesen:
1—2AZ,—Zg)R |+ 2AZ3 — Z,Zy+4Z3)R* +0(R?) (A-Theorie)
1
(en/04)1 = Bty ! (53b)
1—2(Zy—Zp)R +2(Z,— Zp)*R* |+ O(R?) (u-Theorie)
|

(@/0N)exaie = 1—2(Z5—Zp)R +2Zs—~ Zp)’R* +0O(R?) (exakt).
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Fig. 7. Der DQ des 6-Modells als Funktion des Kernabstandes fiir Z, =2, Zy=1: ,,exakt" = exakte

Kurve nach (40), ,,1 — 2R + 2R?“ = R-Entwicklung nach (45), ,A%, 4= A- und p-Stérungstheorie
erster Ndherung

Als weiteres besonders erfreuliches Resultat erhalten wir zudem, daB man mit der
u-Theorie nullter Ndherung, also unter alleiniger Kenntnis der UA-Funktion,
bereits die bis zum einschlieBlich in R quadratischen Glied richtige R-Entwick-
lung des DQ erhiilt.

Dieses Ergebnis 140t uns hoffen, daBl auch bei Molekiilen die Kenntnis der
UA-Funktion ausreichend ist, um den Beginn der R-Entwicklung des DQ mittels
y-Theorie auszurechnen.

Diese Arbeit wurde unterstiitzt aus Mitteln der Deutschen Forschungsgemeinschaft im Rahmen
des Schwerpunktprogramms ,, Theoretische Chemie“.
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